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Abstract 

We prove an Ahlfors' like inequality for the holomorphic curves with boundary of a complex compact 

Kobayashi-hyperbolic manifold. 

1 Introduction 

L'inegalite d'Ahlfors (voir par exemple [6], [H]) contient sous une forme geometrique l'essentiel de 
la theorie de distribution des valeurs des fonctions analytiques. Dans le cas d'une surface d'arrivee sans 
bord, elle s'enonce ainsi : 

Theoreme 1. Soit £o une surface de Riemann compacte munie d'une metrique hermitienne fixee. Alors 
il existe une constante h > telle que pour toute surface de Riemann compacte a bord £ et toute fonction 

£ — > Eo holomorphe a I'interieur de X et lisse au bord, l'inegalite suivante soit verifiee : 

min(0,x(S))<x(S o )S + /ii. 

On a note S = A ^^frs^ l e nombre moyen de feuillets au-dessus de So, L = Longueur(/(9E)) la longueur 
du bord de /(£), et x(So), les caracteristiques d'Euler-Poincare des surfaces So et S. 

On se propose ici d'etablir une inegalite de type Ahlfors pour les courbes holomorphes d'une variete 
complexe compacte hyperbolique au sens de Kobayashi, c'est a dire ne contenant pas de courbe entiere. 
On fixera done une variete complexe compacte hyperbolique X munie d'une forme hermitienne u>. 
Une inegalite isoperimetrique lineaire pour les disques holomorphes a deja ete etablie par Julien Duval 
(voir |7J), a l'aide d'un lemme a la Brody. Elle est egalement une consequence implicite d'un resultat 
etabli par Bruce Kleiner dans son preprint "Hyperbolicity using minimal surfaces" (voir [9]). Le lemme de 
Brody a egalement permis a Jean-Pierre Demailly d'obtenir une inegalite de type Ahlfors pour les courbes 
holomorphes sans bord (voir [5]). L'inegalite ici demontree combine ces deux resultats. La demonstration 
repose sur des estimations longueur-aire et sur le theoreme de Gauss-Bonnet, et emprunte beaucoup aux 
methodes utilisees par Bruce Kleiner (voir [9]). 

Soient S une surface de Riemann compacte a bord, de caracteristique d'Euler-Poincare x, et / : S i— > X 
une fonction holomorphe sur I'interieur de E et lisse au bord (on parlera de courbe holomorphe a bord). 
On munit S de sa metrique de Poincare h, de courbure —1. La pseudo- metrique g — f*u> est conforme a 
h : il existe sur S une fonction lisse <& telle que : g = $ 2 /i. De plus, par le lemme de Brody (voir [5]) il 
existe une constante M > y/2 ne dependant que de (X, oj) telle que $ < 77=. 

Nous pouvons alors enoncer le theoreme suivant : 

Theoreme 2. L'une des deux inegalites suivantes est verifiee : 

Aire w (/(E)) < -2ttM 2 min(0, x(E)) 

ou 

Aire w (/(S)) < 2e 8M2 Longueur w (/(aS)). 

Ce resultat peut s'interpreter comme une notion faible de courbure negative pour la metrique de 
Kobayashi. 
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2 Demonstration du theoreme 



La demonstration s'inspire de la methode utilisee par Fiala pour prouver Pinegalite isoperimetrique 
dite de Bol-Fiala (voir [8]). 

Commengons par remarquer que la courbure de Gauss K g de la pseudo-metrique g — f*w, definie hors 
de l'ensemble critique de /, peut etre supposee inferieure ou egale a 1 : en effet, /(£) est alors localement 
une sous-variete complexe de X, et sa courbure est done majoree par une constante (voir Particle de J. 
Lafontaine dans [2] pour plus de details) . II sufHt alors de normaliser lj pour obtenir K g < 1. 

II sera necessaire par la suite de disposer d'une vraie metrique : en posant g £ = + e) h, on obtient 
une famille de metriques tres proches de g, dont la courbure verifie : limiC ge < 1. II sufHt alors de demon- 

trer le theoreme pour les g e et de passer a la limite. Par souci de clarte, nous supposerons directement 
que g est une metrique. 

Notons d la distance associee a la metrique g. Pour tout reel t > 0, posons : 

E(t) = { P e £ I d(p,0E) > t}. 

Les frontieres SE(i) de ces domaines sont appelees "courbes paralleles'" au bord 9E. Elles peuvent 
presenter des points angulaires : ceux-ci apparaissent a un temps to et se propagent aux temps t > to. 
Deux phenomenes causent l'apparition de points angulaires au temps to (voir [I] ainsi que Particle de 
M.P. Muller dans g]) : 

1. L'existence de points de contact pour la courbe 9E(£o), e'est a dire de points P de E pour lesquels 
il existe deux points distincts Pi et P2 de 9E et deux arcs de geodesiques de meme longueur to, 
orthogonaux a 9S, et reliant P a P\ et P2. Pour tout t > to, la courbe dT,(t) presente un point 
angulaire issu du point de contact. La topologie de E(t) est modifiee au passage de telles valeurs de 
t. 

2. L'existence de points en lesquels la courbure geodesique est infinie, e'est a dire de points singuliers 
pour la courbe dE(i )- Si P est un point singulier de 9E(t ), la courbe 0E(t) presente un point 
angulaire issu de P pour tout t > to. 

En un point angulaire d'une parallele c?E(t), Pangle entre les normales entrantes est inferieur a ir. En 
effet, pour un reel e > assez petit, la courbe 9E(t) est Penveloppe des frontieres des boules de rayon 
s et de centres les points de 0E(t — e), et en un point d'intersection entre deux boules, Pangle entre les 
normales sortantes est inferieur a w. 

D'apres [l], on peut approximer la courbe <9E par une courbe lisse en position generale pour les points 
doubles des paralleles comme pour les points singuliers. On supposera done par la suite qu'il n'y a qu'un 
nombre fini de points angulaires. 

Notons x{t) la caracteristique d'Euler-Poincare de la surface E(t). On constate que la fonction \ es t 
croissante. En effet, il existe deux types de contacts : 

1. Un contact entre deux composantes connexes distinctes de 9E(t). Alors E(i + ) a une composante 
de bord de moins que E(t~). 

2. Un contact d'une meme composante connexe de 9E(t) avec elle-meme. Alors on obtient la surface 
E(£ + ) en retirant un disque a deux trous de E(f~). 

Dans les deux cas, on a bien x(t + ) = x(t~) + 1- 

Par la suite on notera a(t) Paire de la surface E(t) et l{t) la longueur de son bord <9E(i) (pour la 
metrique g). La fonction a est derivable, et on a la relation classique : a'(t) = —l(t). La fonction I est 
continue (car la courbe 9E est en position generique) et derivable a droite (la notation I' designera la 
derivee a droite de I). 
On notera enfin % _ = min(0,x). 

Les trois proprietes suivantes sont alors verifiees et permettent de conclure : 

1. a' = —I. 

2. a -I' > 2ttx~- 

3. VT > 0, a(T) + irM 2 X - < 5" ' ■ 

2 Jo W) 



Commengons par etablir le Theoreme 2 avant de demontrer les proprieties 2 et 3 : 

Supposons que a(0) > 2-kM 2 \~ ■ En integrant la relation V < a — 2irx~ entre et T et en majorant 
a(t) par a(0) pour tout t > 0, on obtient : 

l(T) < 1(0) + T(a(0) - 2ttx _ ) < 1(0) + 2Ta(0). 

D'une part, on en deduit : 

1 2a(0) 



D'autre part, en integrant la relation 1, on obtient l'inegalite suivante, valable meme lorsque a(T) = et 
l(T) = : 

a(T) > a(0) -77(0) -T 2 a(0). 
L'inegalite 3 s'ecrit alors, en notant x — y^y : 

2 ttM 2 X - , M 2 x 

X — 1 — 1 X A --— < 



1(0) ~ log(l + 2Tx)' 

Comme a(0) > —2irM 2 x~, cela s'ecrit : 

. 1 9 , M 2 x 
x(--T 2 )-T< 



'2 ' ~ log(l + 2Tx) 

Posons T = \. Distinguons deux cas : soit le terme de gauche de l'inegalite ci-dessus est negatif ou nul, 
auquel cas x < 2, soit il est strictement positif, auquel cas : 

, , . M 2 x 2M 2 x „, » AM 2 

log 1 + x) < — : < = 2M 2 A -. 

By ' ~ x(\-T 2 )-T ~ x-2 x-2 



Pour x > 4, cette inegalite devient : 



x < 2e 8M 



comme annonce. 



Demonstration de la propriete 2. Elle est une consequence presque immediate du theoreme de Gauss- 
Bonnet et suit l'article de M.P. Muller dans [2j. On note on les valeurs des eventuels angles interieurs du 
bord. Le theoreme de Gauss-Bonnet s'ecrit alors : 



/ K g Vg + / kdsg + (tt - aj) = 2tt\ (t ) 
Js(t) JdS(t) 



'E(t) JdY,(t 

ou Kg est la courbure de la metrique g et k est la courbure geodesique de la courbe dH(t). 

Or, un dessin montre que I est derivable a droite et que : Jqj^m kds g — —l'(t) — 2 cotan(^). Comme 

K g < 1, on a : 

a(t) - l'(t) > 2ir X (t) + 2 £ fcotan y - 

Or, d'une part, < on < 7r, soit f cotan — - J > 0, et d'autre part x(i) > X- La propriete 

i ^ ~~ ' 

est done demontree. 

Demonstration de la propriete 3. Elle decoule de l'existence d'une inegalite isoperimetrique pour la me- 
trique de Poincare h de courbure — 1 et suit celle de B. Kleiner dans [9]. 

Notons v g la forme d'aire de la metrique g. Notons a,h(t) et lh(t) respectivement l'aire de E(£) et la 
longueur de dT,(t) pour la metrique hyperbolique h. Soit t > 0. Comme dh(t) = f s , t s $~ 2 u fl , alors 
a 'h{t) — ~ Jas(t) &~ 2 dsg. l'inegalite de Cauchy-Schwarz s'ecrit : 

lh(tf =( [ Q-'dSg) <( f <P- 2 dSg) ( [ dSg) = -a' h (t)l(t) 



soit encore : 

-<(*) > 1 

i h (t) 2 - i{ty 

On fixe un reel T > 0. Comme est decroissante, soit a^(T) + 2ir X ~ < 0, auquel cas l'inegalite est 
triviale pour T, soit pour tout < t < T, dh(t) + 27rminx~ > 0. L'inegalite isoperimetrique verifiee par 
la metrique de Poincare s'ecrit : au{t) < lh(t) — 2tt X ~ (voir par exemple [4j). En l'injectant, on obtient : 

1 -a' h (t) -a',M 

ce qui donne par integration : 

f a < r zmi dt < i i < i . 

Jo l(t)~Jo {a h {t) + 2n X -) 2 -a h (T)+2n X - a h {0) + 2tt X ~ " a h {T) + 2ir X - 
La propriete suit. 
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